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Zusammenfassung

Das vorliegende Dokument enthalt eine Einfih-
rung in die Mengenlehre, die von Geora CANTOR
begriindet wurde.

1 Was ist eine Menge?

Die Menge ist nach GEorc CanTor!, dem Begriin-
der der Mengenlehre, eine Zusammenfassung
von bestimmten, wohlunterschiedlichen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen. Fiir ein Objekt x und eine
Menge M steht fest, ob das Objekt zu dieser ge-
hort oder nicht, man sagt auch x ist ein Element
bzw. kein Element von der Menge M. Die mathe-
matische Schreibweise hierfiir ist:

x € M = x ist ein Element der Menge M
x ¢ M = x ist kein Element der Menge M

Dabei hat es sich etabliert, dass Mengen meist mit
Grofsbuchstaben sowie die Elemente mit Klein-
buchstaben bezeichnet werden.

Widerspriiche werden in der Mengenlehre durch
die Reglementierung von Axiomen versucht zu
vermeiden, seitdem BErTRAND Russer? nachge-
wiesen hat, dass der unvorsichtige Gebrauch von

' Geora CanTor: 1845-1918, dt. Mathematiker
2 BertranD RusseL, 1872-1970, englischer Logiker, Mathe-
matiker und Philosoph
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Mengenbegriffen zu eben diesen Widerspriichen
fiihren kann.

1.1 Bildung von Mengen

Um mit Mengen arbeiten zu kénnen, miissen
Moglichkeiten geschaffen werden, diese zu de-
finieren und neue einzufiihren. Bei der Bildung
von Mengen ist es erlaubt, nur die Elemente mit
in die Menge aufzunehmen, die eine bestimm-
te Eigenschaft E aufweisen. Die Beschreibung
der Mengen kann iiber verschiedene Methoden
durchgefiihrt werden:

1,2,3 Aufzihlen aller Elemente, die Rei-
henfolge der Elemente spielt dabei
keine Rolle

1,2,...10 Beigrofleren Bereichen konnen die

Zwischenbereiche durch Piinkt-
chen ausgelassen werden, solang
der Algorithmus zur Erzeugung
der fehlenden Zahlen offensicht-
lich ist. Stehen die Piinktchen da-
bei am Ende, so ist eine unendliche
Reihe bezeichnet.

Um Missverstiandnisse vorzubeugen ist die
Schreibweise als Aussageform bei nicht eindeu-
tigem Bereichsangabe vorzuziehen:

M := {x|E(x)}

wobei die Menge M alle Elemente x enthilt, bei
der die Aussageform E(x) wahr ist.
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Bei den Elementen einer Menge wird dabei nicht
vorausgesetzt, dass diese voneinander verschie-
den sind. Somit folgt:

{1,1,2,3} ={1,2,2,3} = {1,2,3}

Enthélt eine Menge keine Elemente (fiir alle x
ist E(x) falsch), so ist dies eine leere Menge. Sie
wird mit dem Symbol @ gekennzeichnet und ist
Teilmenge einer jeden Menge, denn

XEQP=>xeM

ist wahr, da x € M falsch ist.

Einige wichtige Mengen haben eine besondere
Kennzeichnung, wobei diese mit {iblicherweise
mit sogenannten Blackboard-Buchstaben oder
kaligraphischen Buchstaben bezeichnet werden.

nattrliche Zahlen
N:={x|123...}

nattirliche Zahlen mit 0
No:={x]0123,...}

ganze Zahlen
Z={x|..,-2,-10123,...

rationale Zahlen
Q:={x

reelle Zahlen

gmitpundqel,q;tO}

R := alle rationalen Zahlen (QQ) sowie Zah-
len, die sich nur durch einen unendlichen
Dezimalbruch darstellen lassen (z. B. 7t, e. . .)

komplexe Zahlen
C::{ X | a+ibmitae R, beR }
Primzahlen
P={x]2357111317,... }

Die Kennzeichnung der natiirlichen Zahlen mit
und ohne Null ist nicht einheitlich. Ublich ist,
wenn die positiven natiirlichen Zahlen mit IN be-
zeichnet wird (wie oben), die nattirlichen Zahlen
einschliefslich der Null mit INy zu kennzeich-
nen. Wird mit IN jedoch die natiirlichen Zahlen

einschliefSlich der Null bezeichnet, so wird die
Menge der nattirlichen Zahlen ohne Null mit
IN*, IN* oder N+ bezeichnet.

1.2 Intervalle

Wenn die Elemente 2 und b aus der Menge der
reellen Zahlen R stammen, so konnen die nach-
folgenden Intervalle definiert werden. Diese un-
terscheiden sich jeweils nur darin, ob die Elemen-
te a,b als Eckpunkte zum Intervall hinzugezihlt
werden oder nicht.

abgeschlossenes Intervall:
[ab] ={ xeR|a<x<b}

offenes Intervall:
]a,b[::{ xe]R|a<x<b }

li. abgeschlossenes, re. offenes Intervall:
[ab={ xeR|a<x<b}

li. offenes, re. abgeschlossenes Intervall:
labl:={xeR |a<x<b |

2 Gleichheit

Fiir die Gleichheit von Mengen gilt die nachfol-
gende Definition:

Definition 2.1 [Gleichheit]

Zwei Mengen (M;,M;) sind gleich, wenn sie die
selben Elemente besitzen und die Aquivalenz

M =My o (¥x:xeM; &xeM)

existiert. <

Satz 2.2

Fiir die Gleichheit von Mengen gelten die folgen-
den Gesetze:

1. Reflexivitdt: Jede Menge ist sich selber gleich
(M =M).
2. Symmetrie: Ist M = N, so ist auch N = M.

3. Transitivitdt: Ist M = N und N = P, so auch
M=P. <
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3 Teilmengen

Definition 3.1 [Teilmenge]

Die Menge T wird eine Teilmenge von M ge-
nannt, wenn

VxeT=>xeM

erfiillt ist und schreibt T C M.

Ist bei einer Teilmenge die Bedingung
VxeT=>xeM)A@AxeM=x¢T)

erfillt, d h. T € M und T # M, so nennt man
T eine echte Teilmenge von M, geschrieben als
TcM. <

Beispiel 3.1:

SeiA:={1,234,5},B:={1,23,4,5} und C := {1,2,34}.
So ist A eine Teilmenge von B (A C B), da alle Ele-
mente von A auch in der Menge B enthalten sind - da
jedoch alle Elemente von B auch in A enthalten sind,
handelt es sich nicht um eine echte Teilmenge.C ist
eine echte Teilmenge von B (C C B), da alle Elemen-
te von C in der Menge B enthalten sind und es ein
Elemente in B gibt (5), welches nicht in der Menge C
enthalten ist (B # C).

Mit Hilfe der Teilmengen kann auch eine weite-
re Zusammenhang fiir die Gleichheit zwischen
zwei Mengen M; und M, aufgestellt werden:

(M1 € M) A (M € M)

Definition 3.2 [Obermenge]

Als Obermenge O wird die Menge genannt, die
mindestens alle Elemente einer Menge M enthalt:

VxeMxeO=xeM

Dies wird als O 2 M geschrieben.

Ist bei einer Obermenge zusétzlich die Bedin-

gung
VxeMxeO=xeM)A(AxeO=>x¢ M)

erfiillt, d.h. O 2 M und O # M, so nennt man O
eine echte Obermenge von M und schreibt O > M.
<

Die Obermenge ist demzufolge dhnlich der Teil-
menge, wobei die beiden Mengen vertauscht
werden und das Symbol ebenfalls gespiegelt
wird. Ist die Menge A eine Teilmenge der Menge
B (A C B), so ist B die Obermenge von A (B 2 A).

Beispiel 3.2:

Sei wiederum A := {1,2,34,5}, B := {1,2,3,4,5} und
C :={1,2,3,4}. So ist B eine Obermenge von A (B 2 B),
da alle Elemente von A auch in der Menge B enthalten
sind. Die Menge B ist eine echte Obermenge von C
(B o C), da sie alle Elemente von C enthdlt sowie
mindestens ein weiteres Elemente, das nicht in C
enthalten ist.

Teil- und Obermenge sind reflexiv und transitiv,
jedoch nicht symmetrisch (siehe Seite 2).

Definition 3.3 [Potenzmenge]

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M wird
Potenzmenge ¥ genannt.

PM:={T|TcMm}

Beispiel 3.3:

Beispiel fiir die Potenzmenge von M := {1,2,3}:

BM) = {2{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

4 Vereinigung, Durchschnitt und
Komplement

Definition 4.1 [Vereinigungsmenge]

Die Vereinigungsmenge aus den beiden Mengen
A und B ist eine Menge, die sowohl die Elemente
aus der Menge A wie auch die der Menge B
enthalt.

AUB:={x|(xeA) Vv(xeB) |

(gesprochen »A vereinigt mit B«) <

Beispiel 4.1:

Sei A ={1,2,3}, B :=1{1,2,5,6,7} und C = {9,10,11}. So
ist
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» AUB =1{1,2,35,6,7}
» AUC=1{1,239,10,11}
» BUC={1,25,,79,10,11}

Definition 4.2 [Durchschnittsmenge]

Die Durchschnittsmenge ist die Menge an Ele-
menten aus den Mengen A und B, die sowohl in
der Menge A wie auch in der Menge B vorhanden
sind.

AnB:={x|(xeA)A(xeB) |

» A\B={3}
» B\C={1,25,6,7)

» A\C=({1,23}

Definition 4.4 [Komplement]

Ist B eine Teilmenge von A (B C A), so wird die
Differenzmenge A \ B auch als das Komplement
von B in A bezeichnet. Die Schreibweise hierfiir
ist:

C 4B oder By4
(gesprochen »A geschnitten mit B) <«
(gesprochen »Komplement B von A« oder »B
Ist die Durchschnittsmenge leer, d. h. ist enthdlt  quer zu A«) <
keine Elemente, so nennt man sie disjunkt.
Beispiel 4.2: Beispiel 4.4:

Sei A :=1{1,2,3}, B :=1{1,25,6,7,9} und C := {9,10,11}.
So ist

» ANB={1,2}
» BNC = {9}
» ANC={v)

Fiir die Vereinigung bzw. den Durchschnitt der
Mengen M; ... M, gibt es eine verkiirzte Schreib-
weise, dhnlich dem Produkt- und Summenzei-
chen.

Definition 4.3 [Differenzmenge]

Als Differenzmenge der Mengen A und B wird
die Menge der Elemente aus der Menge A be-
zeichnet, die nicht in der Menge B vorkommen.

A\B:={x|@xeA)Vv(eB) ]

(gesprochen »A ohne B«) <

Beispiel 4.3:

Sei A :={1,2,3}, B :={1,2,5,6,7,9} und C := {9,10,11}.
So ist

Sei A :=1{1,2,5,6,7,9} und B = {1,6,9}, so ist das Kom-
plement CaB=1{257).

Die Vereinigungsmenge aus der Teilmenge und
dem Komplement zu einer Grundmenge ist wie-
der die Grundmenge.

Beispiel 4.5:

Sei A =1{1,2,5,6,7,9} und B := {1,6,9}. So ist
A = BU(4B
A = {1,691uU{25,7}
A = ({1,25,6,79}

4.1 Cartesisches Produkt

Bei der Mengenbildung ist die Reihenfolge der
enthaltenen Elemente irrelevant, daraus folgt,
dass die Mengen {1,2} und {2,1} gleich sind. Soll
die Reihenfolge der Elemente berticksichtigt wer-
den, so werden diese zu geordnete Paare zusam-
menfasst und in der Form (x,y) geschrieben. Bei
diesem Paar ist die Reihenfolge der Elemente we-
sentlich. Dabei sind zwei Paare (x,y) und (x’,y")
gleich, wennx =x"und y = v/'.
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Definition 4.5 [cartesische Produki] AU =AAND =0
AUA=A,ANA=A

PA)UA =PBA), PA)NA=A
CABUB=A,CuBNB=0

CAA:Q,C@A:A,CA(CAB):A <

Das cartesische Produkt ist eine Menge, die aus den
geordneten Paaren von Elementen gebildet wird,
wobei diese nicht unbedingt derselben Menge
angehoren miissen.

AXB::{ (x,y) | (xeA),(yeB) }
(gesprochen »A kreuz B«) <

vV v. v v Y

Das cartesische Produkt ist dabei nicht auf
zwei Mengen beschrinkt. Ubertragen auf n
Mengen, werden die Elemente zu geordnete
n-Tupel zusammengefasst. Das cartesische Pro-
dukt M; X My X ... X M, ist dann die Menge

Mix... XM, = { (x1,...,xn)

xi€Myi=1,..1 |

Wird das cartesische Produkt aus #n selben Men-
gen gebildet, d.h. M; = M, so wird, in Anleh-
nung an die Potenzrechnung, die Schreibweise

MY =MXMX...xM

verwendet.

5 Mengenalgebra

Fiir die beliebigen Mengen A, B und C gelten
folgende Gesetzmafsigkeiten:

Satz 5.1 [Kummutativgesetz]

AUB=BUA
ANB=BNA <

Satz 5.2 [Assoziativgesetz]

AUBUC)=(AUB)UC
ANBNC) =(ANB)NC <

Satz 5.3 [Distributivgesetz]

AUBNC)=(AUB)N(AUC)
ANBUC)=(ANB)UANC) <

Satz 5.4

Fiir beliebige Mengen A und B gelten des weite-
ren die Rechengesetze:
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